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Resume. Dans cette note, nous allons introduire deux notions naturelles et 
independantes de compatibilite entre une metrique pseudo-riemannienne et 
une structure de Poisson et ce en utilisant la notion de derivee contravariante 
introduite dans [1], nous allons donner les premieres proprietes de couple 
de metrique et de structure de Poisson compatible pour I'une oil I'autre et 
finalement, nous allons donner des exemples de telles structures compatibles. 
Compatibility betwenn pseudo-riemannian structure and Poisson 
structure 

Abstract. We will introduce two notions of compatibility between pseudo- 
riemannian metric and Poisson structure using the notion of contravariant 
connection introduced in [1], we will study some proprieties of manifold en- 
dowed with such compatible structures and we will give some examples. 

1 Deux conditions naturelles de compati- 
bilite entre une structure pseudo-riemannienne 
et une structure de Poisson 

A notre connaissance, la notion de compatibilite entre une structure pseudo- 
riemannienne et une structure de Poisson n'a jamais ete etudie bien que ce 
soit une notion naturelle et bien qu'il soit etabli que la compatibilite entre 
deux structures engendre des situations geometriques tres riches ( compat- 
ibilite entre deux structures de Poisson, compatibilite entre une metrique 
et une structure symplectique, varietes Kahleriennes) . La difficulte pour 
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trouver une telle notion est le fait que la metrique et le tenseur de Poisson 
appartiennent a deux univers differents, I'un covariant et I'autre contravari- 
ant. Dans ce qui suit, nous allons donner deux conditions de compatibilite 
independantes en previligeant le point de vue contravariant. Pour les notions 
de base sur les structures de Poisson voir, par exemple [4] , et pour la notion 
de derivee contravariante voir [1]. 

1.1 Derivees contravariantes associees a une metrique 
pseudo-riemannienne et un champ de bivecteurs 

Soit M une variete differentiable munie d'une metrique pseudo-riemannienne 
g et d'un champ de bivecteurs tt. 

Au champ de bivecteurs tt est associe, d'une maniere naturelle, un champ 
d'endomorphismes '■ T*M — )• TM par P(^^{a)) — 7r{a, (3) et un crochet 
sur les 1-formes defini par 



Le crochet de Shouten-Nihenjuis [tt, t:]s est I'obstruction a ce que soit un 
homorphisme entre Q}[M) munie du crochet [, et X[M) muni de crochet 
de Lie. Nous avons 



Le champ de bivecteurs tt definit une structure de Poisson sur M si et seule- 
ment si [tt, Tr]^ = 0. 

Soit hg : TM — > T*M et #g : T*M — ^ TM les isomorphismes fibres 
definis par soit g la metrique sur le fibre cotangent definie par g{a, (3) = 
g{^g{a),4g{(3)) et soit J : T*M — > T*M le champ d'endomorphismes 
defini par 7v{a,(3) = g{Ja,P) = —g{a,J(3). On considere aussi le champ 
d'endomorphismes J = i^g o J o bg. 

Maintenant, nous sommes en mesure d'associer au couple (^r, tt) deux derivees 
contravariantes. La premiere, qu'on notera V^, est definie a I'aide de la 
connexion de Levi-Civita V de g par 



[a, P]^ = L#^{a)P - L#AP)a - d{'K{a, (5)). 



(1) 



(2) 




(3) 



(4) 
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La proposition suivantc donne les premieres proprietes des deux connexions 
et D'^ et permct dc Ics comparer. 

Proposition 1.1 Nous avons: 

1) et D'^ sont metriques ie 

D-g{a, P, 7) = -giP: 7) - 9{Dl/3, 7) - qW: ^^t) = 

la meme formule pour ; 

2) n'a pas de torsion, par contre a de la torsion et nous avons 

g{[a,(3l - {Vl(3 - V^a),7) = ^(V#,(,)(J)(#,(a)), #,(/?)); 



3) [7r,7r]5(a,/3,7) = ^idia, D;{jm) + g{p, Dl{J){^)) + g{^, D;{J){a))} 

= ^(a, V;( J)(/3)) + g{(3, V^( J)(7)) + 5(7, J)(a)); 

4) On pose T(q;, /3) = [a, - - V^a) et = + |r(a, V'^ 
est une derivee contravariante sans torsion et nous avons 



- DIP = -b, [V#,(«)(J)(#,(/?)) + V#,(^)(J)(#,(a)) 



5) On pose S{a, (3) = — D'^/S. Nous avons 

g{Dl{J){(3)-^Vl{Jm, ^) + ^[7r, 7r]5(a, P, 7) = ^(^(a, 7), J7). 

Preuve: Le 1) et la premiere partie de 2) est un calcul trivial, la deuxieme 
partie de 2) est un calcul direct et le reste decoule facilement de ce cette 
formule. □ 



1.2 Definition de la compatibilite entre une structure 
pseudo-riemannienne et une structure de Poisson 

Les connexions et D'^ sont metriques, il est alors naturel de poser la 
definition suivante: 



3 



Definition 1.1 Soit M une variete dijjerentiable munie d'une metrique pseudo- 
riemannienne et d'un champ de bivecteurs tt. 

1) On dira que le couple {g,7r) est -compatible si V^tt = ou, d'une 

maniere equivalente, V'^(J) = 0. 

2) On dira que le couple {g^n) est -compatible si D'^n — ou, d'une 
maniere equivalente, D^[J) = 0. 

Remcirque. 1) Si le couple vr) est compatible pour I'une ou I'autre et si 
/ est une fonction de Casimir dc tt alors le couple {g, fn) est compatible. 

2) D'apres les relations 3) de la Proposition 1.1, la condition de compatibilite 
entraine I'integrabilite du tenseur tt. 

3) D'apres 5) de la Proposition 1.1, il semblerait que ces deux notions soient 
independantes. Nous allons voir sur un exemple a la fin de cette note qu'elles 
le sont effect ivement. 

4) Supposons que soit inversible ce qui equivaut a J ou J inversible. 

Le couple {g,n) est V^-compatible si et seulement si la 2-forme u!{u,v) — 
7r{^~^{u), ^~^{v)) est parallele pour la connexion de Levi-Civita de g. 
En utilisant (4), il est facile d'etablir la formule 

^a/?=#;'(vJ^(a)#.(/9)) (5) 

Oil V'^ est la connexion de Lcvi-Civita de la metrique g'^{u, v) = g{J^^{u), J^^{v)). 
Le couple {g, tt) est D'^-compatible si et seulement si la 2-forme u!{u, v) = 
n{^~^{u),^~^{v)) est parallele pour la connexion V"^ qui est aussi la con- 
nexion de Levi-Civita de g. 

Ainsi les deux conditions coincident dans le cas symplectique et nous retrou- 
vons la notion de compatibilite etudiee dans [3] . 

1.3 Interpretation geometrique de la compatibilite du 
couple {g,7r) 

II est clair que le couple {g, tt) est V^-compatible si et seulement si le tenseur 
de Poisson est invariant par transport parallele ( associe a la connexion de 
Levi-Civita de g) le long des courbes tangentes aux feuilles symplectiques. 
A la derivee contravariante est associee une notion de transport par- 
allele le long de courbes cotangentes ( voir [1]). Une courbe cotangente est 
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un couple (7, a) ou 7 : [0, 1] — > S est une courbe differentiable dans une 
feuille symplectique S et a : [0, 1] — > T*M differentiable telle que, pour tout 
t e [0,1], H^T^ioLit)) — ^{t). A chaque courbe cotangents (7,0;) est associe 
un isomorphisme d'espaces vectoriels T(^,q) : r^(Q)M — > T*f^^^M. Le couple 
{g, n) est D'^-compatible si et seulement si q,) est une isometric qui com- 
mute avec J et ce pour toute courbe cotangente et toute feuille symplectique. 



2 Compatibilite et feuilletage symplectique 

Soit M une variete differentiable niTinic d'une mctriquc g ct d'un champ 
de bivecteurs tt. On reprend les notations et les definitions de la section 
precedente. 

On suppose que le couple {g, tt) est compatible ( pour I'une ou pour I'autre 
des notions) et on considere S une feuille symplectique du feuilletage defini 
par la structure de Poisson et on note ujs la forme symplectique de S. 
Si le couple {g, n) est V^-compatible, il est facile de voir que 5* est une sous- 
variete totalement geodesique et la forme symplectique est parallele pour la 
restriction de V a 5. 

On suppose maintenant que le couple {g, tt) est D'^-compatible. Pour tout 
couple de champs de vecteurs X, Y tangents a S, on pose 

ViF = (6) 

oil a,f3 sont deux 1-formes telles que 4^T^{a) = X ci #7r(/3) = Y- De la 
formule 4^^{DIP) = #^(£'^a) + [#^(a), #^(/?)] et du fait que D^tt = 0, 
on deduit que H^-n{ot) = ou #7r(/3) = entraine que ^Tr{D'^(3) = 0. II en 
decoule que V'^ definit une connexion covariante sur S. Un calcul direct 
permet de montrer que V^cus = et si la restriction de g k S est non- 
degeneree, V*^ est la connection de Levi-Civita de la restriction de g k S. Les 
fcuilles symplectiques ne sont pas en general totalement geodesiques. 
Remarque. Si le couple {g, tt) est compatible ( pour I'une ou pour I'autre 
des notions) et si = — J alors toutes les feuilles symplectiques sont des 
varietes Kahleriennes. 
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3 Tenseur de courbure de D 



Soit M une variete differentiable munie d'une metrique g et d'un champ de 

bivecteurs tt. On reprend les notations ct definitions de la Section 1. 
La connexion contravariante est sans torsion et comme dans le cas covari- 
ant, on lui associe un tenseur de courbure qu'on notera et un tenseur de 
Ricci qu'on notera r"" par les formules R'^ia, (5) = - {DlD^-D^^Dl) et 

r'^(Q!,/3) = T'r(7 — > R^{a,^)l3). Ces deux tenseurs contravariants verifient 
les memes formules que dans le cas covariant. 

On suppose que le couple {g, tt) est D'^-compatible et on considere S une 
feuille symplectique et on note et respectivement le tenseur de cour- 
bure et le tenseur de Ricci de la connexion V'^ definie par (6). Alors on a, 
clairement en vertu de (6) 

/3)7) (7) 

avec X = #7r(a) et ainsi de suite. 

Pour la courbure de Ricci, on remarque d'abord que realise un isomor- 
phisme entre ImJ et ImJ = TS et si on note sont isomorphisme inverse, 
un calcul direct nous donne la formule 

r'{X,Y)^r-{4^-\X),4^-\Y)). (8) 

Ces deux formules sont interessantes dans la mesure qu'elle permettent d'utiliser 

un tenseur global R^ pour ccrire des proprictes des feuilles symplectiques. 
Par exemple, si r'^ = Xg { ici A est necessairement une fonction de Casimir 
de la structure de Poisson) alors toutes les feuilles symplectiques sont des 
varietes D 'Einstein. 

Pour finir cette section, on remarque que, dans le cas de D'^-compatibilite, r"^ 
verifie r'^{a, J/3) = —r'^{Ja, P) et definit done un champ de bivecteurs qu'on 
notera par la formule 

7r^(a,/3) = r^(Ja,/?). (9) 
Comme dans le cas Kahlerien, on a 

[77,7715 = (10) 

et on obtient done une classe de cohomologie pour la cohomologie de Poisson. 
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4 Exemples de couples compatibles 

Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne et U un champ de Killing de g. 
On definit le champ d'endomorphismes J : TM — )• TM par 

JX = VxU (11) 

oil V est la connexion de Levi-Civita de g. J est anti-symetrique par rapport 
a ^ et si on considere J = #g o J o 6^, on a un champ de bivecteurs par 

7r(a,/?)=^(J#,(a), #,(/?)). 

On notera R le tenseur de courbure de g. 

Proposition 4.1 1) Le couple {g,7r) est V" -compatible si et seulement si 

R{U, JX)Y = (12) 

pour tout couple de champs de vecteurs X, Y sur M. 
2) Le couple {g, vr) est D'" -compatible si et seulement si 

g{R{Y, Z)U, JX) + g{R{X, U)Y, JZ) + g{R{U, X)Z, JY) = (13) 

pour tout triple de champs de vecteurs X, Y, Z sur M. 

Preuve: 1) Decoule immediatement du fait que Vx{J){Y) = R{U,X)Y 
pour tout couple de champs de vecteurs X,Y. 2) decoule aussi de cette 
relation et de la formule 5) Proposition 1.1. □ 

Un cas particulier oii on pent expliciter des exemples est le cas oil M est 
un groupe de Lie G, g une pseudo- metrique bi-invariante et U un champ 
invariant a gauche associe a un vecteur u de I'algebre de Lie Q de G. Dans 
ce cas, on a 

Proposition 4.2 1) Le couple ((/,7r) est -compatible si et seulement si 

[[u,[x,u]],y]^0 (14) 

pour tout couple de vecteurs x,y dans Q. 

2) Le couple (^,7r) est D'^ -compatible si et seulement si 

[Kx],K?/]] = (15) 

pour tout couple de vecteurs x,y dans Q. 
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Preuve: Dccoulc de la Proposition 4.1 et du fait que dans ce cas R{X, Y) = 
j[X, Y] pour tout couple de champs de vecteurs X, Y invariants a gauche. □ 
Les algebras de Lie munies de pseudo-metriques bi-invariantes ont ete etudiees 
dans [2] . Dans cc travail on trouve notamment I'exemple de IR^ munie de la 
structure d'algebre dc Lie donnee par [ci, 65] = 64 — 63, [62, 65] = —61 + 63 + 64, 
[ci, 62] = 63 et les autres tons mils. II est facile de voir que tout vecteur dans 
cette algebre de Lie verifie (15). 

D'un autre cote, il est facile de verifier sur ce genre d'exemples que les con- 
ditions (14) ct (15) sont independantes. 
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